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L’anneau produit

Enoncé

Soient (A1, +1, X1) et (Az, 42, X2) deux anneaux. On consideére I’ensemble produit A; x Ag défini
par,
Al x Ay = {(al,ag), a1 € Ay et ag € AQ}

On munit cet ensemble des lois + et x définies par, pour tout a = (ai,a2) € Ay x Ag et tout
b= (bl,bg) € A x AQ,
a+b= (a1, a2)+(b1,b2) = (a1 +1b1,a2+2b2) et axb=(a1,a2)x(b1,b2) = (a1 xb1, a2 xb).

Montrer alors que (A; x Ag, 4, X) est un anneau.

Solution

e On sait déja (cf exercice 2) que (A x Ag,+) est un groupe.
e La loi + est commutative. En effet puisque (41,41, X1) et (Aa, +2, X2) sont deux anneaux, par
définition, +1 et 42 sont commutatives. La commutativité de + suit de la fagon suivante. Soient
a= (al,ag) €A x Ay et b= (bl,bz) € A x Ao,
a+b= ((11 41 b1, a2 +2 bg) = (bl +10a1,a2 +2 bz) car +1 est commutative
= (b1 +1 a1,b2 +2 a2) car +9 est commutative
= (b1,b2) + (a1,a2) =b+a.
e La loi X est associative. Soient a = (aj,as) € Ay X Aa, b= (b1,b2) € A1 X Az et ¢ = (c1,¢2) €
Al X Ag,
a X (b X C) =a X (bl X1 Cl,bg X9 02) = (a1 X (bl X1 Cl),ag X (bg X9 CQ))
= ((a1 x b1) X1 c1,a2 X (ba X3 ¢2)) car X1 est associative
= ((a1 x by) X1 c1, (ag x ba) X2 c2) car X, est associative
:(a1 xbl,agxbg)xc:(axb) X C.
e La loi x est distributive sur la loi +. Méme principe, soient a = (a1, a2) € A1 X Ay, b= (by,be) €
Ay x As et c= (61,62) € A1 X Ao,
ax (b+c)=ax (b1 +1c1,b2 +2c2) = (a1 X1 (b1 +1 c1), a2 X2 (b2 +2 ¢2))
= (a1 X1 b1 +1 a1 X1 ¢c1,a2 X2 (b2 +2 ¢2)) car X est distributive sur +;
= (a1 X1 b1 +1 a1 X1 c1,a2 X2 b + az X2 ¢2) car Xg est distributive sur +2
= (a1 X by,as X by) + (a1 X c1,a2 X c2) =a x b+a x c.
o Il existe un élément neutre pour la loi x. En effet, en notant 1,4, I’élément neutre pour x; dans
Panneau A; et 14, I’élément neutre pour xo dans anneau Ag, posons 14,54, = (14,,14,) qui
est bien un élément de A; x Ag. On a alors, pour tout a = (a1, a2) € Ay x Ag,
1A1><A2 X a= (1A17 1A2) X (a17a2)
= (14, x1 01,14, X2 a2)

= (a1,14, X2a2) car 14, I’élément neutre pour x; dans A;
= (a1,a9) car 14, I’élément neutre pour xo dans As
= aq.

De méme on montre que a X 14,x4, = a.



